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DISUGUAGLIANZA DI POINCARE

Teorema 1. Siano Br C R? e u € H'(Bg). Allora,
1
—/ lu(z) — MR|2da: < C’d/ |Vu|? dx dove Mg :2][ u(z) de |
R2 Br Br Br

e dove Cy ¢ una costante dimensionale.

Proof. Sia y € Br. Definiamo
p(x) :=ulz—y),  ¢:Br(-y) =R,
e osserviamo che possiamo scrivere I'insieme Br(—y) in coordiante polari come

Br(—0) == {(r, 6) : 0cdB,, re [O,Rg)}.

Per ogni

z = (r,0) € Br(—y),
abbiamo la stima
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0
Integrando in 7 e in € abbiamo
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0B,

2 d+1 Ry
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dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo usato che

Re 2R 1
/ rddr < / rédr = (2R)°H'1

Ora osserviamo che

fio fio |V90\ i1 [Vel*(2) [Vul?(z)
9B, aBy Br(-y) Br Yy

Quindi abb1arno
d+1 )
/ () — u(y)[? dz < 2 R+ / WL% dz
Br d+1 Br |$ - yl B

Integrando in gy, abbiamo

/ / (y)|* dx dy < Rd'H/ / Vu| dz dy
Br JBr d+1 Br BR|$*
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Siccome



e |Br| = wgR? otteniamo

d2d+1
/ / (y)?dzdy < |BR|R2/ |Vul|? d.
Br J/Br d+1 Br

/ / |2dxdy—2/ |u(x)—MR’2.
|BR| BR BR R

Infine, usando l'identita

dove
Mg = ][ u(x) dx
Br
otteniamo
/ |u(m) - MR‘de < CdRQ/ |Vu|? d,
Br Br
con Cy = 424,

d+1



